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�. v�deckotechnický seminá� 

Dne 22. zá�í 2009 se ve Výzkumném a zkušebním leteckém ústavu, a.s., 
v Praze uskute�nil �. v�decko-technický seminá�, už po �tvrté specializo-
vaný na problematiku proud�ní, nazvaný ”Modelování proud�ní v leteckých 
a pr�myslových aplikacích“. 

 

Pravidelný seminá� navazuje na tradici kolokvií o aplikované aerodynamice, 
p�i�emž krom� letectví se stále �ast�ji zam��uje také na další aplikace, jako jsou 
nap�íklad lopatkové stroje, vozidla, v�trné inženýrství, textilní pr�mysl apod. Svým 
záb�rem seminá� pokrývá p�edevším problematiku matematického modelování 
proud�ní (CFD), ale i zde využívá srovnání výsledky s experimentálním výzkumem. 
B�hem jednodenního seminá�e byla p�ednesena �ada p�ísp�vk�, jejichž p�evážnou 
�ást touto cestou publikujeme. 

*    *    * 

 

(Pouze ilustrativní obr.) 

3



  

Obsah sborníku 

 

5 �ešení proudového pole k�ídla se zam��ením na indukované jevy 

Ing. Št�pán Zdobinský, Ústav letadlové techniky, �VUT FS., Praha 

14 Simulace nuceného kmitání profilu s k-omega turbulentním 
modelem 

RNDr. Jaroslav Pelant, CSc., RNDr. Martin Kyncl, VZLÚ, a.s., Praha 

26 Výpo�et proud�ní a interakce rázových vln ve 2D nadzvukovém 
ejektoru 

Mgr. Jan Šimák, VZLÚ, a.s., Praha 

34 Výpo�et 2D nestacionárního proud�ní v soustav� stator-rotor 

Ing. Petr Straka, VZLÚ, a.s., Praha 

51 Numerická simulace nestacionárního transsonického proud�ní 
s užitím ALE metody 

Ing. Petr Furmánek, Doc. Ing. Ji�í Fürst PhD., Prof. RNDr. Karel Kozel 
DrSc., VZLÚ, a.s.,a �VUT FS, Praha 

62 Vývoj PSP ve Výzkumném a zkušebním leteckém ústavu, a.s. 

Veronika Schmidtová, VZLÚ, a.s., Praha 

71 Výpo�ty dopad� kapek na povrch letounu p�i letu v námrazových 
podmínkách 

Ing. Martin Komárek Ph.D., L. K. Engineering s.r.o, Brno 
Ing. Zbyn�k Hrn�í� Ph.D., Airbus-Military, Madrid 

 

 

4



�ešení proudového pole k�ídla se zam��ením 
na indukované jevy 

Ing. Št�pán Zdobinský, Ústav letadlové techniky, �VUT FS 

Toto téma je �ešeno v rámci diserta�ní práce, jejímž cílem je zjistit vliv tvaru 
konce k�ídla na indukovaný odpor. Zp�soby zakon�ení k�ídla jsou zam��eny 
p�edevším na kategorii ultralehkých letadel. Analýza indukovaného odporu je 
provád�na pomocí CFD na k�ídle poskytnutém firmou TL Ultralight a je podložena 
srovnáním s experimenty. 

Nápl� práce 

Pro ov��ení CFD numerického �eši�e byl p�evzat experiment od Ing. Anderleho, PhD. 
Tento experiment byl zam��en na m��ení rychlostního pole v úplavu za koncem 
k�ídla v n�kolika rovinách a p�i r�zných úhlech náb�hu. V tomto p�ípad� silové 
m��ení provedeno nebylo. K�ídlo pochází z v�tron� a je zakon�eno wingletem, 
obr. 1. 

Další ov��ovací experiment, který byl poskytnut od VZLÚ, je silové m��ení 
se dv�ma zp�soby zakon�ení k�ídla. P�i srovnávání bude v tomto p�ípad� kladen 
nejv�tší d�raz na rozdíly mezi dv�ma typy zakon�ení k�ídla v experimentu a v CFD 
simulaci, která probíhá. 

 

Obr. 1 Winglet na k�ídle v�tron� z ov��ovacího experimentu 
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Dalším krokem je vytvo�ení 3D model� zakon�ení na k�ídle poskytnutém firmou TL 
Ultralight. Byly vybrány p�ípady, které se na UL letounech �asto vyskytují, viz 
tab. 1. 

 

Winglet -  s tímto typem zakon�ení k�ídla byl proveden experiment, p�i kterém 
bylo prom��eno rychlostní pole v úplavu za k�ídlem.  

            

                            Obr. 2                                                                   Obr. 3 

Rounded -  je referen�ní varianta pro ostatní p�ípady. 

          
                            Obr. 4                                                                   Obr. 5 

Droped -  tato varianta byla poskytnuta i s k�ídelm firmou TL Ultralight. Toto k�ídlo 
je použito i pro všechny srovnávané CFD simulace. 

           

                            Obr. 6                                                                   Obr. 7 
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Cut – jednoducý zp�sob zakon�ení k�ídla vznikl od�íznutím konce pod úhlem 15°. 

             

                            Obr. 8                                                                   Obr. 9 

 

Upward -  vznikl modifikací varianty Droped sm�rem vzh�ru. 

                   

                            Obr. 10                                                                   Obr. 11 

 

 

Obr.12 
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Eliptic -  zakon�ení bylo poskytnuto firmou KAPPA. CFD výpo�et se zatím 
p�ipravuje. 

         

                                       Obr. 16                                                     Obr. 17 

 

 

Obr. 5 

Analýza výsledk� 

Vzhledem k tomu, že první jmenovaný experiment byl proveden na jiném k�ídle, než 
probíhá analýza ostatních zakon�ení k�ídla, není uveden v srovnávacích grafech.  

Pro v�tší názornost byl vliv k�ídla ze sou�initel� ode�ten a sou�initelé jsou 
vztaženy na konce k�ídla ozna�ené �ervenou barvou se stejnou omo�enou plochou 
ve všech p�ípadech. Kontrolní výpo�etní objem odpovídá svým tvarem aerodyna-
mickému tunelu, ve kterém byl proveden experiment s prom��ením rychlostního 
proudového pole v úplavu za k�ídlem. V okrajových podmínkách jsou st�ny tunelu 
�ešeny jako vazké. 

Simulace je provád�na pro t�i režimy letu: režim maximální rychlosti p�i úhlu ná-
b�hu 0°, optimální režim p�i úhlu náb�hu 4° a ekonomický režim p�i úhlu náb�hu 
14°. 

Kontrolní objem obsahuje kolem 2,5 mil. výpo�etních bun�k. Jako model turbu-
lence byl zvolen k-���SST s nestrukturovanou sítí. 

8



 

 

Obr. 6 Kontrolní výpo�etní objem 

 

Porovnání experimentu a CFD simulace 

 

 

Obr. 7 P�evzatý experiment s prom��eným rychlostním polem 
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Obr. 8 CFD simulace �ešeného rychlostního pole 

Tato ukázka z prvn� jmenovaného experim�ntu je p�i úhlu náb�hu 0°, rovina 
zobrazení je vedena na úrovni odtokové hrany wingletu. Rychlostní pole pod k�ídlem 
a vn� wintletu dob�e koresponduje s se st�ední rychlostí z experimentu s chybou do 
1 %. Rychlostní pole nad k�ídlem se spíše blíží fluktuacím rychlostí z experimentu. 
Chyba výpo�tu se tedy pohybuje do 8% vzhledem ke st�ední rychlosti proudu. 
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Graf 1 
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Graf 2 

Nejv�tšího snížení odporu dosahuje varianta Droped a to ve všech režimech letu, viz 
grafy 1 a 2. P�i letových zkouškách se však letoun s tímto zp�sobem zakon�ení 
choval jako p�í�n� staticky nestabilní. Náprava byla provedena modifikací tvaru, 
která bude následn� podrobena CFD simulaci, viz obr. 7.  

 

 

Obr. 7 Modifikace p�v. varianty Droped (bílá barva) na nový tvar (modrá barva) 

 

Dále z uvedených graf� vyplývá, že varianta Cut je výhodn�jší pro nižší úhly náb�hu 
a naopak varianta Upward je výhodn�jší pro vyšší úhly náb�hu. 
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Sou�initel vztalku CL 
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Graf 4 

 

Nejvyššího p�ír�stku sou�initele vztlaku dosahuje varianta Cut , který s roste 
s rostoucím úhlem náb�hu. Varianta Upward se vyzna�uje opa�ným trendem, sou�. 
vztlaku s úhlem náb�hu klesá a dosahuje nižších hodnot.  

Varianta Droped naopak snižuje sou�. vztlaku. Trend se však s úhlem náb�hu 
nem�ní. 
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Záv�r 

Optimálním tvarem konce k�ídla je zatím varianta Upward, tedy orientována 
sm�rem nahoru, s nízkým sou�initelem odporu p�i zachování p�í�né statické stabi-
lity. Zakon�ení typu Droped se sklon�ným koncem k�ídla bude ješt� podrobn�ji 
analyzováno. 

Pozd�ji budou analyzovány ješt� další typy zakon�ení k�ídla s cílem vytvo�it 
obecná pravidla pro návrh, resp. optimalizaci tvaru konce k�ídla, což by m�l být 
p�ínos této diserta�ní práce. 

Sou�ástí analýzy bude také porovnání charakteristik k�ídla jako celku p�i zm�nách 
jeho zakon�ení. Dále bude porovnána ú�innost jednotlivých variant oproti složitosti 
tvaru a návrhu. 

Literatura: 

[1] Atkinson, R.: A New Wing Tip With Improved Lift, Drag and Stall Performance; 
Volume 21, Number 3, Technical Soaring, July 1997 
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November 2001 

[4] Jupp, J.: Winglet Design for Sailplanes; Paper No. 2686, November 2001 

[5] Butt, G.: Untersuchungen über die strukturmechanischen und aeroelastischen 
Einflüsse von Winglets; Fakultät von Maschinenwesen, Bellshill/Schottland, 
Februar 1987 
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Simulace nuceného kmitání profilu s k-omega 
turbulentním modelem 

RNDr. Jaroslav Pelant, CSc., RNDr. Martin Kyncl 

P�ísp�vek se zabývá proud�ním vazké stla�itelné tekutiny. Numericky �eší 
Navier-Stokesovy rovnice s k-omega modelem turbulence na pohyblivých sítích. 
Popisuje numerickou metodu a ukazuje zacházení s numerickými okrajovými 
podmínkami. Byla použita explicitní metoda kone�ných objem� s duální sítí pro 
výpo�et vazkých �len�. K výpo�tu numerických tok� p�es hranici byla použita 
modifikace Riemannova problému s preferencí celkového tlaku a teploty na 
vstupu, na výstupu pak modifikace s preferencí tlaku. Je také ukázáno použití 
okrajové podmínky pro pohyblivou st�nu. P�esnost zvyšuje použití schémat Van 
Leer, Van Albada. Navrhovaná metoda byla naprogramována a využití ukázáno 
na p�íkladu kmitajícího profilu s vnucenou amplitudou a frekvencí kolem daného 
bodu. 

1. Formulace Navier-Stokesových rovnic pro turbulentní 
proud�ní 

Budeme uvažovat Navier-Stokesovy rovnice v konzervativním tvaru s dimenzemi. 
Aplikujeme zákony zachování hmotnostni, hybnosti a energie pro dané kontrolní 
objemy, p�es které proudí uvažovaná tekutina. Ve t�ídimenzionálním p�ípad� mají  
Navier-Stokesovy rovnice následující tvar 
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a v integrálním tvaru  
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kde d�  je konstanta. Turbulentní model -k �  (2), (3) s rovnicemi (1) p�edstavuje 

uzav�ený systém rovnic.  
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3. Modifikace Riemannova problému pro turbulentní 
proud�ní v 1D 

V této kapitole zredukujeme systém rovnic (1) do tvaru 
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Nyní definujeme abstraktní tlak 3/2~ kpp ��� . Po zm�n� zna�ení se dostáváme ke 

tvaru rovnic 
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(6) 

Zajímá nás �ešení t�chto rovnic v libovoln� malém okolí zvoleného bodu se zadanou 
po�áte�ní podmínkou, danou obecn� r�znými stavy ve zmín�ném okolí bodu. To 
p�edstavuje tzv. Riemann�v problém pro 1D Eulerovy rovnice. Problém má entro-
picky slabé �ešení, uvedeno nap�. ve [3]. 	ešení vede k nelineární soustav� alge-
braických rovnic, nelze ho vyjád�it explicitn�, ale m�žeme ho získat s libovolnou 
p�esností. Zmi�ované algebraické rovnice jsou uvedeny nap�. ve [3], [5]. 

4. Okrajová podmínka pro st�nu v pohybu 

P�edpokládejme pohybující se  hranici �� , zvolme bod X  na této hranici. Pohyb 

bodu X  hranice ��   nech
 je popsán vektorem  v �ase . Osa WVU ,, t x  a nech
 

má sm�r vn�jší normály k hranici 

U
��  v bod� X .  Zanedbáme derivace v te�ných 

sm�rech, a analogicky k myšlenkám z kapitoly 3. se dostaneme k problému jednodi-
menzionálních rovnic (4), (5), (6). Zde platí  na pevné st�n�. 0=k

Protože jsme na okraji oblasti, máme v okolí zvoleného bodu X  k dispozici pouze 
jednostrannou po�áte�ní podmínku danou zevnit� oblasti stavovými veli�inami 

111 ,, �up . To k jednozna�nému �ešení (slabému) problému nesta�í. Známe však 

rychlost U  pohybu bodu X  hranice ��  v normálovém sm�ru.  
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Stavový vektor v okolí bodu X  spl�uje nelineární algebraické rovnice plynoucí 
z �ešení obecného problému z kapitoly 3. Jejich �ešením je možné získat hodnotu 
tlaku P  a hustoty R  v bod� ( . Rovnice jsou odvozeny nap�. v [3], [5]. ), tX

Pro  dostáváme rázovou vlnu sm��ující do oblasti 1uU $ � . Tlak P  za rázovou 

vlnou je �ešením rovnice 
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Nerovnost  musí být spln�na. To však spl�uje pouze �ešení se znaménkem 

plus. V p�ípad� záporného znaménka dostáváme 

Pp $1

0,)(
2

18 2
111 $�

� Uup �� což není 

možné. Hustota za vlnou, a tedy i limitn� v bod� , je pak ),( tX ,
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=
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Rychlost rázové vlny je pak .=
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1
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V p�ípad�  bude zasahovat sm�rem do oblasti 1> uU �  tzv. vlna z�ed�ní. Tlak  

za touto vlnou je dán rovnicí 
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Dále je pot�eba ur�it rychlosti hranice vlny z�ed�ní 111 = cuD �  a . *
1

*
1 = cUD �
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Rychlost  zde ur�íme z rovnice *
1c .

1
2

1
2= *

111 ccuU
�

�
�

�
��

 Hustota R  za vlnou 

z�ed�ní, a tedy i limitn� v bod� , spl�uje ),( tX
�

�

1

1
1= ��

�

	



�

�
p
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5. Numerická metoda pro pohybující-se sít� ve 2D  

Uvažujme �ty�úhelníkovou sí
 danou body  aproximující 

danou oblast v �ase t . Tvar oblasti a tedy i sít� bu� obecn� závislý na �ase. Body 

 nech
 definují �ty�úhelníkovou sí
 se stejným indexováním, aproximující 

danou oblast v �ase 

KkJjyx kjkj 1,..,=,1,..,=),( ,,

),( ,, kjkj yyxx
��t . Všechny body definují t�ídimenzionální bu�ky  

v prostoru . K ukázání principu naší metody zvolme libovolnou bu�ku sít�. 

Pro zjednodušení, nech
 je dána bu�ka 

kj ,�

),,(R 3 yxt

)).,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,((= 4432221144332211 yyxxyyxxyyxxyyxxyxyxyxyx�  

Nyní použijeme soustavu rovnic (1), (2), (3) v symbolické podob�  

,ddd),,(=d)),,,(( tyxtyxfsn iiii ����� ��
���

 (7) 

kde .  je z prostoru . ( , ) zna�í skalární sou�in.  je 

normálový vektor k 

61,2,3,4,5,=i � ),,(R 3 yxt n
�  s kladnou orientací ve vn�jším sm�ru,  ozna�uje integrální 

míru v ploše . Nyní použijme rovnici (7) pro danou bu�ku 

s
� � . Ozna�me  

spodní st�nu bu�ky 

d�

�  v �ase ,  t u�   ozna�me horní st�nu v �ase ��t  a , f� r� , 

,  nech
 jsou zbylé st�ny bu�ky. Integrální rovnice (7) bude mít tvar  l� h�

,ddd),,(= tyxtyxfQQQQ ihlrfd
d
iu

u
i ��� �

������� |||||||| ��  (8) 

kde 

),,,,,,,,(=)))(())(((
2
1=|| 4433221113242413 yxyxyxyxyyxxyyxxd �������||  

a analogicky  

),,,,,,,(= 44332211 yyxxyyxxyyxxyyxxu �� ||||  

),,,,,,,(= 11112222 yxyyxxyyxxyxr �� ||||  

),,,,,,,(= 44441111 yxyyxxyyxxyxf �� ||||  

),,,,,,,(= 22223333 yxyyxxyyxxyxh �� ||||  

),,,,,,,(= 33334444 yxyyxxyyxxyxl �� ||||  

)()(= 1212 xxyyQ r
i

r
ir

r
ir ����� ����� ||||  
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Horní index u i� , i� , i�  znamená hodnotu na st�n� stejného zna�ení. P�i použití 

rovnice (8) pro  je možné získat stavové veli�iny ,u
i� p , � , , , , u v k �  ve st�edu 

st�ny  pokud jsou hodnoty ve st�edech zbylých p�ti st�n známé. Stavové veli�iny 

pro  jsou známé. Hlavním problémem je tedy vy�íslení stavových hodnot na st�-

nách , , , . Zvolme si tedy jednu ze zmín�ných st�n. Bude nás zajímat 

ur�ení stavových hodnot na této st�n�. Libovolná definice hodnot na st�n� nemusí 
spl�ovat zákony zachování. Lze definovat stavový vektor na obou stranách st�ny 
v �ase t , a tyto vektory m�žeme použít jako po�áte�ní podmínku pro �ešení Rie-

mannova problému zmín�ného v kapitole 3. U okrajových st�n m�žeme použít �e-
šení okrajového problému. Ten je založen na �ešení modifikovaného Riemannova 
problému s po�áte�ní a okrajovou podmínkou. P�ípad pro pohyblivou st�nu byl �ešen 
v kapitole 4. Další p�íklady a �ešení okrajových problém� jsou zmín�ny v [1],[3]. 
�asový krok 

u�

d

f�

�

h� l� r�

�  bude na každé st�n� omezen elementárními rázy nebo vlnami 

z�ed�ní p�icházejícími z prot�jší st�ny. Rychlosti t�chto vln získáme také z �ešení 
daného Riemannova problému (na hranicích oblasti problému modifikovaného). 
Zbývá tedy nazna�it, jak definovat stavový vektor na obou stranách zvolené st�ny 
v �ase t . Pro zvýšení p�esnosti je možno aplikovat r�zná schémata, v našem 

p�ípad� jsme zvolili Van-Albada Limiter.  

6. Up�esn�ní produk�ních �len� Pk, P� a �asového kroku  
pro dvourovnicové modely turbulence  

Rázová vlna v �ešení m�že zp�sobit problémy p�i výpo�tu s použitím standardních 
dvourovnicových model� turbulence. Abychom se t�mto možným komplikacím vy-

hnuli, m�žeme zavést omezení produk�ních �len�. �len  m�žeme omezit pomocí 

nerovnice 
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Nové produk�ní �leny m�žeme zapsat ve form� 

),(=~
limkk PPminP , .

~
=~

k
P

P k���
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Dále up�esníme �asový krok , získaný p�i �ešení Navier-Stokesových rovnic, na 

krok  v d�sledku p�enášených veli�in ,

t�

�kt� k � . K tomu použijeme rovnici 

,
,0))(,)((1

=

��
��

�
�� R
k
kRmint

ttk

��

�
�  

zde symbol R  zna�í 
t
qqR

=)( . 

Po�áte�ní podmínky pro  a k �  definujeme následujícími formulemi. Kinetická 

turbulentní energie 

,10=)(10= 2
*

262226 cwvuk '
�

'''
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' �� (  

kde '(  je Lavalovo �íslo volného proudu. Turbulentní disipace 

,
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�
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s '�  hustotou a '�  dynamickým koeficientem vazkosti volného proudu. 
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OTT   a  celkovou 

teplotou. Podmínky pro   a 

110.6,=273.15,= SZ TT OT

k �  na st�n� zadáváme ve tvaru 

0,=0,=
y
kk



 ,6= 2
cy

const
��

��  

y  je vzdálenost od st�ny v normálovém sm�ru,   zna�í normálovou vzdálenost 

prvního st�edu bu�ky od st�ny, a  ( dle [2],[4]). 

cy
120=const
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7. P�íklady 

Popsaná metoda byla naprogramována, k urychlení bylo užito paralelizace. V p�í-
klad� ukážeme výpo�etní simulaci 2D turbulentního proud�ní v okolí kmitajícího 

profilu NACA0012, s frekvencí 30Hz, amplitudou 02% , kolem bodu [0,03;0]. Koefi-

cienty turbulentního modelu  byly zadány podle [4]. Konstanty  ����� ,,, *
k

1.4=� , , , . 

Geometrie profilu je z�ejmá z Obr.1, tekutina proudí zleva doprava. Obrázky 1 a 2 
ukazují �ešení po 44.000.000 iteracích. Sí
 byla složena z 256x60 bu�ek. Na obráz-
cích 3, 4 je pak ukázáno �ešení po 78.100.000  iteracích. Na výstupu byl volen 

pr�m�rný tlak  Okrajové podmínky na vstupní �ásti 

p�edstavoval celkový tlak, teplota a složka rychlosti te�ná k hranici 

  

]287.04[= 11 �� KkgJR

.66471=rp

=273.15,=101325.00, tano vT

][100.1697= 114 ��� ))) smkg�

.3904802231

0.

]0.0211[= 11 �� )) KmWk

=op

 

 

Obr. 1 Nestacionární turbulentní proud�ní, iso�áry Machova �ísla, �ešení po 
44.000.000 iteracích 
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Obr. 2 Nestacionární turbulentní proud�ní, iso�áry kinetické turbulentní energie , 

tlaku, hustoty, míry entropie, �ešení po 44.000.000 iteracích 

k

 

Obr. 3 Nestacionární turbulentní proud�ní, iso�áry Machova �ísla, �ešení po 
78.100.000 iteracích 
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Obr. 4 Nestacionární turbulentní proud�ní, iso�áry kinetické turbulentní energie , 

tlaku, hustoty, míry entropie,  �ešení po 78.100.000 iteracích 

k

 

8. Záv�r 

Ukázali jsme možný postup p�i simulování 2D nestacionárního stla�itelného 
turbulentního proud�ní v p�ípad� obtékání kmitajícího profilu. Postup jsme 
naprogramovali a p�edvedli  na výpo�tu. 
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Výpo�et proud�ní a interakce rázových vln  
ve 2D nadzvukovém ejektoru 

Mgr. Jan Šimák, VZLÚ, a.s., Praha 

Tento p�ísp�vek se zabývá numerickou metodou pro výpo�et nadzvukového 
proud�ní ve 2D ejektoru. Je sledována p�edevším p�esnost p�edpov�di polohy 
rázových vln, jejich vzájemné interakce a popis mezní a smykové vrstvy. 
Vypo�tené proudové pole je srovnáno s experimentem a s výsledky programu 
Fluent. Metoda je založena na �ešení Navierových-Stokesových rovnic, 
dopln�ných k-omega modelem turbulence, pomocí implicitní metody kone�ných 
objem�. Je porovnán i vliv r�zných numerických model� proud�ní. 

Úvod 

Cílem práce je navrhnout metodu pro výpo�et proud�ní v nadzvukovém 2D 
ejektoru, v budoucnu využitelnou nap�íklad pro optimalizaci tvaru. Protože v úloze 
optimalizace hraje �eši� d�ležitou roli, je kladen d�raz nejen na p�esnost, ale i na 
rychlost. Metoda byla testována na experimentálním modelu ejektoru, u n�hož je 
známa struktura proud�ní. Dvo�ák, Šafa�ík ve své práci [1] uvád�jí výsledky m��e-
ní, které byly získány v aerodynamickém tunelu pro r�zné režimy proud�ní. V práci 
Kolá�, Dvo�ák [2] jsou rozebrány možnosti numerického �ešení pomocí programu 
Fluent. Protože shoda s experimentem je pouze p�ibližná, je snaha tyto výsledky 
zlepšit. 

Popis metody 

Matematický model 

Vzhledem k vlastnostem problému, kde je t�eba studovat vzájemnou interakci 
rázových vln a mezní vrstvy, je nezbytné brát v úvahu vazkost proudícího plynu. 
Proto byla jako popis modelu proud�ní zvolena soustava Navierových-Stokesových 
rovnic dopln�ná o k-� model turbulence. Tuto soustavu lze zapsat ve vektorovém 
tvaru 
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kde vektor prom�nných  a funkce  jsou definovány následovn�: w SRF ii ,,
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Stavové veli�iny 21 ,,, vvp �  p�edstavují statický tlak, hustotu a složky rychlosti, dále 

jsou zavedeny veli�iny popisující turbulentní kinetickou energii  a specifickou 

turbulentní disipaci 

k
� . Symbolem E  je zna�ena celková energie, e  vnit�ní energie, 

�  vazkost, �  Poissonova adiabatická konstanta, Pr Prandtlovo �íslo, ij�  složky 

tenzoru nap�tí a ij�  p�edstavuje Kronecker�v symbol. Koeficient dynamické vazkosti 

�  je ur�en pomocí Sutherlandova vztahu. Dolním indexem T  jsou ozna�eny veli�iny 

p�íslušné turbulentnímu modelu, dále jsou zde produk�ní �leny  a �len vy-

jad�ující p�í�nou difuzi . Parametry modelu turbulence jsou zvoleny podle Koka 

[3], resp. Wilcoxe [4]. Ve výpo�tech byl pro srovnání použit i Wallin�v EARSM model 
turbulence založený na k-� modelu [5]. Soustava je uzav�ena p�idáním stavové 
rovnice pro dokonalý plyn. 

�P,Pk

DC

Systém je dále dopln�n okrajovými podmínkami. Na vstupních hranicích je p�ede-
psán celkový tlak, celková teplota a te�ná složka vektoru rychlosti. Na výstupní 
hranici p�edepisujeme statický tlak. Na vstupní hranici také p�edepisujeme intenzitu 
turbulence a turbulentní Reynoldsovo �íslo. Na st�n� je p�edepsána nulová rychlost, 
nulová turbulentní kinetická energie a adiabatická podmínka. Ostatní pot�ebné 
veli�iny jsou vypo�ítány z hodnot uvnit� oblasti. 

Pokud položíme , tedy turbulentní kinetická energie je nulová, pak se sou-

stava rozpadne na dv� samostatné �ásti. Model turbulence nezasahuje do modelu 
proud�ní a ten lze využít pro �ešení úlohy laminárního proud�ní. 

0�k

Numerické �ešení modelu 

Soustava rovnic popsaná výše je �ešena pomocí implicitní metody kone�ných 
objem�. Výpo�tová oblast je diskretizována pomocí strukturované �ty�úhelníkové 
sít�. Vzhledem ke komplikovanosti geometrie je oblast rozd�lena na n�kolik blok�, 
kde je soustava �ešena samostatn�. Linearizované rovnice jsou �ešeny metodou 
GMRES [6]. Z hlediska výpo�tu je soustava rozd�lena na dv� samostatné �ásti, na 
�ást týkající se proud�ní a na �ást popisující turbulenci. V tomto p�ípad� se ve 
vzorcích použijí jen p�íslušné složky vektor�. Z d�vodu dosažení v�tší p�esnosti 
�ešení je použito schéma vyššího �ádu s aplikací limiteru dle Van Albady. 

 V následujícím textu jsou indexem  ozna�eny diskretizované veli�iny a funkce. 

Schéma metody kone�ných objem� pro 

h
).1( �k  �asovou vrstvu lze zapsat ve tvaru 
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kde bloky funkce +  p�íslušné jednotlivým bu�kám sít� jsou 
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Symbol  zna�í �asový krok, k� iD  velikost bu�ky, ij,  velikost hrany mezi bu�kami 

 a i j ,  množinu index� sousedních bun�k a )(iS � �21 ,nnn �  je vn�jší jednotková 

normála. 

Gradienty na jednotlivých hranách sít� jsou po�ítány z hodnot ve st�edech 

sousedních šesti bun�k. Konvektivní �leny � �� �
ijs

k
ss twFn ,�& .

2

1
,  na spole�né hranici 

bun�k  a i j  jsou aproximovány pomocí numerického toku 

� � � �jiijji qqgnwwH ,,, 1�� Q ,  

kde  a matice  zna�í transformaci sou�adnic. V p�ípad� �ásti týkající se 

pohybových rovnic je p�ibližný Riemann�v �eši�  vyjád�en pomocí Osherova-

Solomonova schématu [7]. Vyjád�ení vstupních a výstupních okrajových podmínek 
je založeno na spojitém �ešení Riemannova problému 
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V �ásti týkající se turbulentních rovnic je použito Vijayasundaramovo schéma 
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Pro srovnání byla použita i schémata založena na Osherov�-Solomonov� metod�, na 
spojitém �ešení Riemannova problému, respektive Van Leerovo schéma 
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Matice  je Jacobiho matice funkce )(1 qA � �Ttt
i vkvqF ��� ,)( � , kde � ���� ,kq �

�
1A

 a  je 

rychlost ve sm�ru vn�jší jednotkové normály. Symbol , resp.  zna�í kladnou, 

resp. zápornou �ást. 

tv
�
1A

Jako po�áte�ní podmínka pro výpo�et je zvolen klidový stav. Protože cílem je 
získat stacionární �ešení, je �asový krok postupn� natahován až k zadanému limitu. 
Vzhledem k velkým zm�nám v proudovém poli, zejména na po�átku výpo�tu, je 
t�eba toto zohlednit p�i volb� �asového kroku, nap�íklad pomocí závislosti na vývoji 
rezidua. 
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Numerické výsledky 

Popis problému 

Pomocí výše uvedené metody bylo spo�ítáno proud�ní v rovinném ejektoru (viz 
Obr. 1). P�edepsaný pom�r celkových tlak� na vstupu primárního a sekundárního 

proudu , pom�r teplot 09,4/ 0201 �pp 1/ 0201 �TT . Nejprve byla uvažována geometrie 

celého ejektoru a spo�teno proudové pole (Obr. 2). V závislosti na p�edepsaném 
tlaku na výstupní hranici vzniká r�zn� velká oblast nadzvukového proud�ní, která je 
symetrická vzhledem k podélné ose. Proto je možné uvažovat pro výpo�et pouze 
horní polovinu ejektoru a zkrácenou délku mísící komory na 50 mm. Statický tlak na 
výstupní hranici je pak p�edepsán dostate�n� nízký, aby bylo dosaženo 
nadzvukového proud�ní.  

Obr. 1 Schema modelu ejektoru (rozm�ry v milimetrech) 

Vstup 2 

Výpo�ty 

�ást ejektoru uvažovaná p�i výpo�tu byla rozd�lena na �ty�i bloky. Primární a se-
kundární tryska po jednom bloku a mísicí komora po dvou blocích. V bod� 0 se 
všechny �ty�i bloky stýkají. V záv�ru byla sí
 v mísící komo�e zjemn�na na 500×330 
bun�k. 

Výpo�et byl proveden s r�znými modifikacemi programu s cílem najít nejvhodn�jší 
numerický model. Výsledky s použitím standardního k-� modelu, k-� modelu dle 
Koka a EARSM modelu založeného na modelu k-� se tém�� neliší ve struktu�e 
rázových vln. Odlišnosti lze najít v tlouš
ce mezní vrstvy a profilu rychlosti nap�í� 
mezní vrstvou (Obr. 3), ale jejich vliv je minimální. Mnohem v�tší vliv má vyjád�ení 
konvektivních �len�, které se uplatní uvnit� oblasti, na rozdíl od vazkých �len�, 
jejichž vliv je dominantní u st�n a v okolí úplavu. Vyjád�ení založená na Vijaya-
sundaramov�, O.-S. schématu, p�ípadn� založené na spojitém �ešení Riemannova 
problému dávají velice podobné výsledky. Naproti tomu vyjád�ení pomocí Van Lee-
rova schematu dává výsledky zcela odlišné. Zatím není zcela jasné, �ím p�esn� je to 
zp�sobeno. Ur�itým vodítkem m�že být struktura proud�ní laminárního modelu, 
který ovšem p�edpovídá nerealistické odtržení mezní vrstvy. 

24 
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Na obr. 4 lze najít srovnání struktury rázových vln získané výpo�tem s polohou 
význa�ných bod� z experimentu [1]. I když není vid�t jednozna�ná shoda, je možno 
získat celkem spolehlivou p�edstavu o proudovém poli. Na obr. 5 je srovnání 
s výsledky získanými pomocí softwaru Fluent [2]. Srovnání je pouze orienta�ní, je 
t�eba sjednotit sít� a parametry modelu. 

 

 

Obr. 2 Postupný vývoj proud�ní v ejektoru (vybrané iterace), rozložení Machova 

�ísla, , 09,4/ �pp 1/0201 02 �bpp , model k-� (Kok) 
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Obr. 3 Velikost rychlosti nap�í� mísící komorou v r�zných vzdálenostech, vlevo pro 
k-� (Kok) a vpravo pro r�zné modely 

 

Obr. 4 Derivace hustoty ve svislém sm�ru, získaná výpo�tem. Prvním p�íkladem je 
laminární proud�ní, ve druhém k-� (Kok, Vijayasundaram), ve t�etím p�ípad� 

EARSM (Van Leer). P�erušované �áry ukazují polohu vybraných bod� z experimentu 
(Dvo�ák V., Šafa�ík P. [1]) 
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Obr. 5 Srovnání výpo�tu s výsledky programu Fluent [2], rozložení Machova �ísla 

Záv�r 

Výše uvedené výsledky ukazují, že je možno celkem v�rohodn� numericky p�edpo-
v�d�t strukturu proud�ní v nadzvukové �ásti ejektoru. Je zbyte�né zmi�ovat, že 
výb�r modelu turbulence m�že ovlivnit výsledky. Podstatné také je, že zp�sob nu-
merického vyjád�ení a výpo�tu jednotlivých �ástí rovnice hraje velkou roli a jeho 
zm�na m�že zp�sobit zna�né rozdíly ve výsledku v rámci stejného modelu. Ze 
srovnání výsledk� pln� laminárního a pln� turbulentního modelu se ukazuje, že 
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zajímavé výsledky by mohlo p�inést modelování p�echodu z laminárního do turbu-
lentního režimu. Je t�eba provést d�kladn�jší analýzu a porovnání výsledk�. 
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Výpo�et 2D nestacionárního proud�ní 
v soustav� stator-rotor 

Ing. Petr Straka 

V p�ísp�vku je popsán výpo�et dvourozm�rného nestacionárního trans-
sonického proud�ní v turbinovém stupni stroje JT100 z produkce První brn�nské 
strojírny Velká Bíteš, a.s. Výpo�et je zam��en na stanovení silových ú�ink� na 
rozvád�cí i ob�žné lopatky. Dále je zde sledován vliv fyzikálního modelu 
a zp�sobu diskretizace v �ase i v prostoru na výsledné frekven�ní spektrum 
silových ú�ink�. 

Použitá ozna�ení 

 statická hustota 

 složky rychlosti ve sm�ru x a y 

 ob�žná rychlost 

 celková energie v jednotce objemu 

 statický tlak, celkový tlak 

 statická teplota, celková teplota 

 Kartézské sou�adnice 

 adiabatický mocnitel 

 složky tenzoru vazkých nap�tí 

 tok tepla ve sm�ru x a y 

 turbulentní kinetická energie 

 m�rná disipace turbulentní kinetické energie 

 molekulární viskozita, turbulentní viskozita 

 konstanty modelu turbulence 

 reziduum 

 úhel náb�hu 

 �asový krok 

Úvod 

Výpo�et proud�ní popsaný v této práci byl proveden v rámci etapy �. 3 s názvem 
CFD I projektu FT-TA 5/067 a má sloužit jako reálný srovnávací p�íklad pro výpo�ty 
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pomocí jiných výpo�etních prost�edk� také vyvíjených nebo zdokonalovaných 
v rámci tohoto projektu. 

Pro výpo�et byl použit model dvourozm�rného stla�itelného turbulentního i ne-
vazkého proud�ní ideálního plynu. Výpo�et je zam��en na stanovení silových ú�ink� 
proudu na rozvád�cí a ob�žné lopatky. Bylo provedeno n�kolik variant výpo�tu, p�i-
�emž byl sledován vliv fyzikálního modelu (turbulentní/nevazký model) a zp�sobu 
diskretizace v �ase i v prostoru. 

Výpo�etní geometrický model vznikl rozvinutím válcového �ezu lopatkovým 
stupn�m turbiny JT100. Skute�ný po�et lopatek v rozvád�cím a ob�žném kole byl 
z d�vodu snížení nárok� na výpo�etní �as modifikován na 30 rozvád�cích a 40 
ob�žných lopatek. Bylo tedy možné pro výpo�tovou oblast uvažovat periodicky se 
opakující úsek t�í rozvád�cích a �ty� ob�žných lopatek (viz. obrázek 1). 

 

Obr. 1 Výpo�tová oblast pokrytá sítí složenou z p�ekrývajících se blok� 
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Matematický model 

Model dvourozm�rného stla�itelného nevazkého proud�ní je popsán systémem 
Eulerových rovnic: 

 
, 

(1)

kde  je stavový vektor,  

a  jsou nevazké toky ve sm�ru  a . Tlak  a celková 
energie v jednotce objemu  jsou svázány vztahem: 

 

. 
(2)

Zde použitý model dvourozm�rného turbulentního proud�ní je popsán systémem 
st�edovaných Navierových-Stokesových rovnic: 

 
, 

(3)

kde  a  jsou vazké 
toky. 

Systém je uzav�en dvourovnicovým modelem turbulence pro veli�iny : 

 

, 
(4)

kde  je vektor turbulentních veli�in,  

a  jsou konvektivní �leny,  

a  jsou disipativní �leny. �leny na pravé stran� 

 a  p�edstavují produkci a destrukci (blíže viz. [1]). 

Numerická metoda 

Pro diskretizaci výchozích rovnich (1), (3) a (4) byla použita pln� implicitní metoda 
kone�ných objem� ve form� “cell-center” na strukturované víceblokové (bloky se 
mohou p�ekrývat) �ty�úhelníkové síti (obrázek 1). Pro nevazké toky rovnic (1) a (3) 
bylo použito Osherovo-Solomonovo schema [3]. Pro vazké toky rovnic (1) a (3) bylo 
použito centrální schema s využitím duálních objem�. Pro konvektivní �leny rovnice 
(4) bylo použito schema typu “upwind”, zatímco pro disipativní �leny bylo použito 
centrální schema s využitím duálních objem�. 

Pro zvýšení �ádu p�esnosti v prostoru byla použita technika 2D lineární rekon-
strukce se dv�ma variantami limiteru: Van Albad�v nebo Van Leer�v (viz. nap�. 
[3]). 
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Jelikož se jedná o nestacionární úlohu, kde je vyhodnocován �asový pr�b�h 
silových ú�ink�, bylo nutné zvolit schema druhého �ádu p�esnosti v �ase. Byla 
použita dv� schemata, a) zp�tné Eulerovo schema 2. �ádu p�esnosti: 

 
, 

(5)

kde  pro rovnici (1), nebo 

 pro rovnici (3) p�edstavuje aproximaci 
druhého �ádu p�esnosti v prostoru a  je index iterace (neboli �asové vrstvy), b) 
Crankovo-Nicholsonovo schema 2. �ádu p�esnosti: 

 
. 

(6)

Ob� schemata (5) i (6) byla realizována pomocí duálních iterací ve form�: 

 
 

(7)

pro zp�tné Eulerovo schema, nebo ve form�: 

 
 

(8)

Pro schema Crankovo-Nicholsonovo. V rovnicích (7) a (8)  p�edstavuje index duální 
iterace. 

Fürst v práci [2] ukázal, že po spln�ní ur�ité podmínky pro volbu �asového kroku 
 sta�í pro získání druhého �ádu p�esnosti v �ase pomocí schematu (7) dv� duální 

iterace. Pro schema (8) byly v této práci voleny stelné podmínky (�asový krok  
a dv� duální iterace) jako pro schema (7). 

Okrajové podmínky 

Na vstupní hranici byl p�edepsán celkový tlak , celková teplota 

, úhel náb�hu , intenzita turbulence 5 % a hydraulický pr�m�r 
roven rozte�i rozvád�cích lopatek. Na výstupní hranici byla p�edepsána podmínka: 

intagrál tlaku podél výstupní hranice je roven hodnot� . Na rozhraní 
mezi rotorovou a statorovou �ástí je požadována spojitost tlaku, hustoty a složky 
rychlosti ve sm�ru . P�i ur�ování složky rychlosti ve sm�ru  na rozhraní mezi 

rotorem a statorem vyba respektována ob�žná rychlost . 

Výsledky 

Jak již bylo �e�eno v úvodu, výpo�et byl p�edevším zam��en na stanovení silových 
ú�ink� proudu na rozvád�cí a ob�žné lopatky. Pro získání p�edstavy o vlivu viskozity 
a o možnosti jejího zanedbání, byl výpo�et proveden pro vazký turbulentní model 
i pro nevazký model proud�ní. Dále byly provedeny výpo�ty pro dv� mírn� odlišné 
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varianty prostorové diskretizace (p�esn�ji pro dva r�zné limitery použité p�i lineární 
rekonstrukci). V�tší pozornost byla v�nována stanovení vlivu �asové diskretizace. 
Byly provedeny výpo�ty pomocí dvou odlišných schemat (viz odstavec 3.) a dále byl 
sledován vliv volby �asového kroku. 

Na obrázku 2 je porovnání �asových pr�b�h� sil získaných pomocí nevazkého 
a vazkého turbulentního modelu, na obrázku 3 je spektrální analýza �asových 
pr�b�h�. Je vid�t, že výsledky získané pomocí turbulentního modelu mají pon�kud 
utlumené vyšší frekvence zejména pro rotorovou lopatku oproti výsledk�m získa-
ným nevazkým modelem. �asov� st�ední hodnoty sil jsou pro oba modely v pod-
stat� totožné (viz. tabulka 1). 

Na obrázcích 3 a 4 jsou porovnány výsledky nevazkého výpo�tu, kde byly použity 
dva r�zné limitery (Van Albad�v, Van Leer�v) pro získání vyššího �ádu p�esnosti 
v prostoru. St�ední hodnoty sil pro Van Leer�v limiter jsou mírn� nižší ve srovnání 
s výsledky pro Van Albad�v limiter, nicmén� spektrální analýza na obrázku 4 
ukazuje, že oba výsledky jsou tém�� totožné. 

Na obrázcích 5 a6 jsou porovnány výsledky dvou r�zných schemat druhého �ádu 
p�esnosti v �ase (zp�tné Eulerovo schema, Crank-Nicholsonovo schema). Na �aso-
vých pr�b�zích i spektrech sil nejsou patrné žádné podstatné rozdíly, lze tedy �íci, že 
ob� schemata dávají stejné výsledky. 

Další výpo�ty byly zam��eny na stanovení vlivu volby �asového kroku na p�esnost 
výpo�tu. �asový krok je v této úloze svázán p�es zadanou ob�žnou rychlost s pro-
storovým krokem posunutí rotoru oproti statoru. Bylo zvoleno 1008 prostorových 
krok� na periodu (periodický úsek t�í statorových a �ty� rotorových lopatek) a dále 
byl sledován vliv snížení po�ty prostorových krok� na periodu na 108. Na obrázcích 
7 a 9 jsou �asové pr�b�hy sil získané pomocí zp�tného Eulerova schematu 
a Crankova-Nicholsonova schematu pro 1008 a 108 prostorových krok� na periodu. 
Na obrázcích 8 a 10 jsou spektra silových ú�ink�. Je vid�t, že snížení po�tu 
prostorových krok� na periodu a tím zv�tšení �asového kroku vede k podstatnému 
vyhlazení a posunu vyšších frekvencí a tím ke snížení p�esnosti výpo�tu. 
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Obr. 2 �asový pr�b�h sil – porovnání nevazkého a turbulentního modelu 
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Obr. 3 Spektrum silových ú�ink� – porovnání nevazkého a turbulentního modelu 
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Obr. 4 �asový pr�b�h sil – porovnání limiteru Van Albada a Van Leer 
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Obr. 5 Spektrum silových ú�ink� – porovnání limiteru Van Albada a Van Leer 
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Obr. 6 �asový pr�b�h sil – porovnání zp�tného Eulerova schematu a Crankova-
Nicholsonova schematu 
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Obr. 7 Spektrum silových ú�ink� – porovnání zp�tného Eulerova schematu 
a Crankova-Nicholsonova schematu 
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Obr. 8 �asový pr�b�h sil – vliv volby �asového kroku pro zp�tné Eulerovo schema 

  

45



 

Obr. 9 Spektrum silových ú�ink� – vliv volby �asového kroku pro zp�tné Eulerovo 
schema 
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Obr. 10 �asový pr�b�h sil – vliv volby �asového kroku - Crankovo-Nicholsonovo 
schema 
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Obr. 11 Spektrum silových ú�ink� – vliv volby �asového kroku - Crankovo-
Nicholsonovo schema 
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Stator Rotor 
Model 

Fx [N] Fy [N] Fx [N] Fy [N] 

turbulentní (1008 krok� na periodu, Euler, 
Van Albada) 

1086,9 851,1 549,0 -787,4 

Van Albada 1078,9 853,2 553,0 -787,9 
Euler 

Van Leer 1060,9 852,5 549,7 -814,9 
1008 

krok� na 
periodu Crank-Nicholson 

(Van Albada) 
1080,3 854,7 552,4 -789,4 

Euler (Van Albada) 1082,5 857,3 551,6 -793,2 

nevazké 

108 
krok� na 
periodu 

Crank-Nicholson 
(Van Albada) 

1074,3 858,0 556,7 -795,0 

Tab. 1 �asov� st�ední hodnoty silových ú�ink� 

Záv�r 

Výpo�ty nestacionární interakce mezi statorem a rotorem turbiny JT100 zam��ené 
na stanovení silových ú�ink� ukazují, že použití nevazkého modelu vede k odchyl-
kám pro vyšší frekvence oproti turbulentnímu modelu, nižší frekvence jsou pro oba 
modely zachyceny tém�� stejné. 

Nepatrná zm�na prostorové diskretizace – zm�na limiteru p�i lineární rekonstrukci 
pro zvýšení �ádu p�esnosti v prostoru vede k p�ekvapiv� znatelným odchylkám 
�asového pr�b�hu sil, naproti tomu ke zm�n� spektra sil v podstat� nedochází. 

Dále bylo zjišt�no, že zp�tné Eulerovo schema druhého �ádu p�esnosti v �ase dává 
tém�� totožné výsledky jako Crankovo-Nicholsonovo schema. U obou schemat 
dochází ke zna�nému snížení p�esnosti výpo�tu p�i zmenšení po�tu prostorových 
krok� na periodu (a tím zv�tšení �asového kroku) z 1008 na 108. 
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Numerická simulace nestacionárního 
transsonického proud�ní s užitím ALE metody 

Ing. Petr Furmánek, Doc. Ing. Ji�í Fürst PhD., Prof. RNDr. Karel Kozel DrSc 

Práce sumarizuje výsledky numerického modelování nestacionárního nevazkého 
transsonického proud�ní dosažené ve spolupráci �VUT FS a VZLÚ a.s. Ve dvou 
rozm�rech je simulováno nestacionární transsonické proud�ní kolem profilu NACA 
0012 kmitajícího s p�edepsanými oscilacemi pomocí dvou r�zných schemat 
metody kone�ných objem� a to jednak pomocí tzv. Modifikovaného Causonova 
schematu a pak pomocí tzv. WLSQR schematu. Oscila�ní pohyb je simulován 
pomocí Arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE) metody (tj. pomocí pohyblivých sítí), 
pro kterou jsou zmín�ná schemata modifikována. Proud�ní je modelováno jednak 
jako nevazké a jednak jako vazké turbulentní (je použit Kok�v TNT model 
turbulence). Získané výsledky jsou srovnány s experimentem p�i�emž je 
dosaženo velice dobré shody. Modifikované Causonovo schema je dále rozší�eno 
pro proud�ní ve t�ech rozm�rech. Jako testovací p�ípad je modelováno obtékání 
kmitajícího k�ídla ONERA M6. Výsledky jsou uspokojivé, jejich srovnání 
s experimentem však bohužel není dosud možné. 

Úvod 

Nestacionární jevy hrají p�i proud�ní vzduchu kolem letadel velmi d�ležitou roli. 
Jejich výzkum lze realizovat bu� pomocí analytických metod, které jsou nicmén� 
použitelné pouze v n�kterých specifických p�ípadech, nebo pomocí numerických 
simulací. Jeden z možných p�ístup� p�edstavuje tzv. ALE metoda, kombinující 
Lagrange�v a Euler�v p�istup ke zkoumání pohybu kapaliny. V našem p�ípad� jsou 
nestacionarity p�edstavovány vynucenými oscilacemi profilu (k�ídla), kolem pevn� 
daného bodu (osy). Proud�ní je uvažováno jak jako nevazké a stla�itelné tak jako 
turbulentní (pouze ve 2D). 

Matematický model 

Výchozí systém rovnic 

Proud�ní vazké stla�itelné tekutiny je popsáno systémem Navier-Stokesových 
rovnic, jejichž tvar je v 3D p�ípad� následující 

0���� zyxt HGFW
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tvar výchozího systému rovnic formáln� stejný, ale zanedbávají se vazké �ásti 

vektor�  tj.  Výchozí systém rovnic tak p�ejde na systém Eulero-

vých rovnic popisující proud�ní nevazké stla�itelné kapaliny. 
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výchozího systému rovnic pro ALE metodu 
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p�i�emž )(tDi  zna�í objem dané bu�ky a 
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Numerická schemata 

Ob� níže uvedená schemata byla modifikována pro použití s ALE metodou (viz. [7, 
13]), tj. �ešení nestacionarit za pomoci pohyblivé sít�.  

Modifikované Causonovo schema 

Schema vychází z 3D MacCormackova schematu (cell-centered) ve form� prediktor-
korektor. P�idaná um�lá vazkost je založena na TVD vazkosti uvedené Causonem, 
ale její vliv je podstatn� snížen [9]. Schema tak sice postrádá TVD vlastnost, vý-
sledky jsou nicmén� kvalitativn� mnohem lepší než u p�vodního Causonova sche-
matu – srovnatelné s plnou TVD verzí MacCormackova schematu, ovšem s úsporou 
nejmén� jedné t�etiny výpo�etního �asu. 

WLSQR schema 

Weighted Least Square Reconstruction schema využívá pro výpo�et nevazkých tok� 
(F, G, H) skrze hranici mezi dv�ma sousedícími výpo�etními bu�kami AUSMPW+ 
numerický tok. Hodnoty zachovávaných prom�nných pro jeho výpo�et jsou získá-
vány pomocí vážené metody nejmenších �tverc� [8]. Schema bylo imlementováno 
v imlicitní verzi, což umož�uje podstatn� zv�tšit hodnotu �asového kroku. �asová 
diskretizace byla provedena zp�nou Eulerovou metodou druhého �ádu s vnit�ními 
iteracemi v duálním �ase. Výsledný systém lineárních rovnic byl nakonec �ešen po-
mocí metody GMRES s ILU(0) p�edpodmín�ním. Dimenze Krylovova podprostoru 
byla vybrána z itervalu <10, 40> a maximální po�et iterací je roven 10 – 50. Jestli-
že pro daný po�et iterací není nalezeno �ešení, postupuje se k dalšímu �asovému 
kroku. Turbulentní jevy byly modelovány pomocí Kokova TNT modelu turbulence. 

Výpo�etní sít� 

Výpo�etní sít� byly následující: 

- ve 2D: 

1)  pro Modifikované Causonovo schema: strukturovaná sí
 typu C o velikosti 
15096 výpo�etních bu�ek (�ty�úhelníky) se 124 bu�kami kolem profilu. 

2) pro WLSQR schema: pro nevazké proud�ní nestrukturovaná sí
 se 6720 
bu�kami (trojúhelníky), 120 bu�ek kolem profilu, pro vazké proud�ní 
nestrukturovaná prismatická sí
 s 8563 bu�kami. 
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- ve 3D: pro Modifikované Causonovo schema: strukturovaná C sí
 se 467313 
bu�kami (šestist�ny). 

 

Obr. 1 Modifikace sít� pro nestacionární 2D výpo�et 

Modifikace sít� 

Jelikož se výpo�etní sít� b�hem výpo�tu pohybovaly, bylo nutno odvodit algoritmus 
pro jejich modifikaci. Ve všech p�ípadech (2D i 3D) byl uplatn�n následující postup. 
Výpo�etní oblast byla rozd�lena na t�i podoblasti (obr. 1).  První z nich (kruh se 
st�edem v referen�ním bod� xref a polom�rem r1) se pohybovala podle p�edpisu pro 
úhel náklonu jako pevné t�leso. Vn�jší oblast druhého kruhu o polom�ru r2>r1 
z�stávala nehybná. V mezikruží byl pohyb tlumen pomocí tlumící funkce fD. Aktuální 
poloha každého bodu sít� byla tedy dána jako 
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Ve 3D byl pohyb sít� zadán podobn�. Rozd�lení výpo�etní oblasti bylo v tomto p�í-
pad� však provedeno pomocí polokoulí. 
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Obr. 2 cp koeficient, NACA 0012, 5� 09.11�  Obr. 3 cp koeficient, NACA 0012, 5� 34.21�  

Numerické výsledky 

2D nestacionární nevazké  
proud�ní 

Jako testovací p�ipad bylo zvoleno 
nestacionární transonické obtékání 
profilu NACA 0012. Pohyb profilu by
vynucenými oscilacemi ur�enými 
následující rovnicí pro úhel náklonu 

l dán 

� �t � �t�� sin51.2016.01 5�5�

1

 

kolem referen�ního bodu   Obr. 4 cp koeficient,NACA 0012,0 00.0,25.0�refx 5�� 25.11�  

kde úhlová rychlost je dána jako 

c
U

k ref6� 2�  

p�i�emž U  zna�í rychlost v nerozrušeném proudu, c je délka t�tivy profilu, t je �as 

a redukovaná frekvence k=0,0814 Hz. Pr�b�h nestacionárního proud�ní byl sledován 
na chování koeficientu vztlaku daném jako  

ref

22

2
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refref

n

U

Pdx
c

�

��  

kde P je statický tlak a  je hustota v nerozrušením proudu. ref�
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Obr. 5 koeficient vztlaku, NACA 0012, Obr. 6 koeficient vztlaku, NACA 0012, 

    Modfikované Causonovo schema. WLSQR schema.  

             Nevazký výpo�et Nevazký výpo�et 

 

2D nestacionární vazké proud�ní 

Jedná se o stejný režim proud�ní jako v p�edchozím p�ípad�. Výpo�et je proveden 
WLSQR schematem s AUSMPW+ numerickým tokem a TNT modelem turbulence. 

 

Obr. 7 Koeficient vztlaku, NACA 0012, turbuletní výpo�et, WLSQR schema 
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Obr. 8 cp koeficient b�hem jedné periody, srovnání nevazkého (�ervená �ára) 
a turbulentního (�erná �ára) výpo�tu, WLSQR schema. 

3D nestacionární proud�ní 

Pro první simulaci nestacionárních jev� ve 3 rozm�rech byl zvolen režim vycházející 
z po�áte�ních podmínek pro stacionární výpo�ty uvedených ve zpráv� [9], tj. 
vstupní Machovo �íslo M� = 0.8395 ,  úhel náb�hu � =3.06°. Nestacionární pohyb 

byl op�t zadán rovnicí pro úhel náklonu  

� � � �tt �� sin5.11 5�  

frekvence však nyní byla rovna � = 10 Hz. 

57



 

                   

a) t=10 �                                                                                b) t=0.5 �+ 10 �

   

a) t=1.5 � +10 �                                                                        b) t=2�+ 10 �

Obr. 9 cp koeficient v �ezech v pr�b�hu 10. periody nestacionárního výpo�tu, ONERA M6, 
nevazké proud�ní, Modifikované Causonovo schema 
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a) t=10 �                                                                              b) t=0.5 �+ 10 �

               

a) t=1.5 � +10 �                                                                    b) t=2�+ 10 �

Obr. 10 Rozložení cp koeficientu na k�ídle v pr�b�hu 10. periody nestacionárního výpo�tu, 
ONERA M6, nevazké proud�ní, Modifikované Causonovo schema 

Hodnocení výsledk� 

Z obrázk� �.1 až  6 je patrné, že výsledky získané ob�ma schematy jsou ve velmi 
dobré kvalitativní shod� s experimentálními daty (minimální a maximální hodnoty 
koeficientu tlaku, pozice a síla rázové vlny). Vypo�tené hodnoty koeficientu vztlaku 
jsou nicmén� výšší, než hodnoty nam��ené. Uvážíme-li však, že jak profil tak jeho 
pohyb jsou symetrické, pak by tuto vlastnost m�l vykazovat i koeficient vztlaku a to 
sice s centrem symetrie v bod� [0, 0]. Tuto podmínku nicmén� experimentální data 
nespl�ují a tudíž je možno pochybovat o jejich systematické správnosti. V p�ípad� 
turbulentního výpo�tu (obr. 7 a 8) vychází srovnání výpo�tu a experimentu bohužel 
podstatn� h��e, z �ehož vyplývá, že zvolený model turbulence není pro daný režim  
proud�ní vhodný. Je tedy nutné volit model jiný – nap� SST �i EARSM. 
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Pro uvažovaný režim 3D proud�ní (obr. 9 a 10)  nejsou bohužel experimentální data 
dostupná. Numerické výsledky však vykazují všechny vlastnosti, které byly o�eká-
vány, tj. p�i vyšším úhlu náb�hu se sníží koeficient tlaku a ob� rázové vlny se po-
sunou blíže k odtokové hran� k�ídla, zatímco p�i snížení úhlu náb�hu je tomu práv� 
naopak. 

Záv�r 

Byla modifikována dv� schemata metody kone�ných objem� pro p�ípad nestacionár-
ního proud�ní. Jimi získané výsledky vykazují jak ve dvou tak ve t�ech dimenzích 
velmi dobré vlastnosti ve srovnání s experimentálními daty. Cílem další práce bude 
p�irozené rozší�ení t�chto schemat pro vazké turbulentní proud�ní (resp. použití 
jiného modelu turbulence). 
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Vývoj PSP ve Výzkumném a zkušebním 
leteckém ústavu, a.s. 

Veronika Schmidtová, VZLÚ, a.s., Praha 

Pressure sensitive paint (PSP) je neinvazivní m��icí metoda opticko-chemického 
charakteru. Pat�í mezi pom�rn� mladé metody m��ení tlaku a její výhoda spo�ívá 
nap�íklad ve snadném zp�sobu p�ípravy modelu k m��ení oproti klasickému 
systému s tlakovými odb�ry pomocí hladi�ek. Základ PSP tvo�í nát�r, obsahující 
prvky �i slou�eniny se silnými luminiscen�ními vlastnostmi. Pro m��ení se 
využívá výrazného jevu nazvaného „kyslíkové zhášení“ emitovaného zá�ení. 
Tento jev se v aerodynamické praxi používá dv�ma zp�soby. Ve Výzkumném a 
zkušebním leteckém ústavu, a.s., divizi Aerodynamika, je v sou�asné dob� 
uvád�na do provozu metoda sledování délky trvání luminiscence nát�ru, závislé 
na tlaku. V lo�ském roce se na Palmovku dovezlo za�ízení z holandského DNW, 
�ímž se završila ro�ní p�íprava jednoho z projekt� v rámci European Windtunnel 
Association (EWA). Za�ízení bylo nutno rekonstruovat  a p�izp�sobit odlišným 
provozním podmínkám. Nyní se testuje tlakové m��ení v aerodynamickém tunelu 
na vrtulovém profilu. Dosavadnímu vývoji na pracovišti Palmovka je v�nován 
následující p�ísp�vek. 

Úvod 
V rámci spolupráce Asociace evropských aerodynamických tunel� (EWA – European 
Windtunnel Association) bylo na Palmovku v únoru 2008 dovezeno za�ízení vyvinuté 
p�vodn� v nizozemském DNW. Sestava, ur�ená pro m��ení tzv. �asu decay 
(dohasínání luminiscence), zvaná také lifetime metoda, procházela už v Nizozemí 
podstatnými zm�nami. Po p�evozu do �R už nap�íklad neobsahovala p�vodní zdroj 
zá�ení – laser, ale LED diodu, s níž za�ízení absolvovalo teprve zkušební provoz. 
Navíc se na Palmovku nepoda�ilo získat vzorek p�vodn� testovaného nát�ru. Celé 
za�ízení proto muselo v roce 2008 projít kompletní rekonstrukcí a ze všech 
dovezených komponent se dnes trvale používá pouze nákladná a rychlá m��icí karta 
a balík software, naprogramovaný v DNW v prost�edí LabView. 

Za�ízení 

Princip PSP 

Metoda zvaná Pressure sensitive paint (PSP) je chemicko-optická metoda, využívaná 
ve vnit�ní i vn�jší aerodynamice pro spojité m��ení tlak� na povrchu model�. V sou-
�asné dob� je ve sv�t� s úsp�chem testovaná pro nestacionární m��ení, rázové 
vlny, turbulentní proud�ní �i pro m��ení p�i nízkých rychlostech nebo v mikrotur-
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binách a mikrotryskách. Její výhoda spo�ívá v tom, že model p�ed m��ením je po-
t�eba pouze nast�íkat p�íslušným nát�rem, �ímž se procedura úpravy modelu pro 
ú�ely m��ení zna�n� zkrátí a zjednoduší. Nát�r lze po m��ení snadno odstranit. Dále 
lze prom��it celé tlakové pole na povrchu modelu, nikoli pouze diskrétní body. 

Základní sou�ástí PSP je již zmi�ovaný nát�r, obsahující slou�eniny s výraznou 
schopností luminiscence. Nast�íkaný model se ozá�í sv�tlem pat�i�né vlnové délky 
a zá�ení, které posléze vydají excitované molekuly nát�ru, se zachycuje fotocitlivými 
p�ístroji. V podstat� se dá zjednodušen� �íci, že pro ur�ení tlaku se využije vlast-
nosti zvané „kyslíkové zhášení“, kdy je intenzita luminiscence a délka jejího pohasí-
nání ovlivn�na p�ítomností kyslíku v okolním prost�edí a je na n�m závislá nep�ímo 
úm�rn�. 

Existují dva základní p�ístupy k PSP: jeden využívá intenzity zá�ení („intensity“ 
metoda), druhý doby zhášení (decay, lifetime metoda). Divize Aerodynamika, 
pracovišt� Palmovka Výzkumného a zkušebního ústavu, a.s., využívá druhého 
zp�sobu. Prob�hla už p�evážná �ást test� na tlakovou kalibraci nát�r�, nyní se 
dokon�uje teplotní m��ení (n�které nát�ry jsou citlivé i teplotn�). Uskute�nilo se 
n�kolik test� na vrtulovém profilu v aerodynamickém tunelu. 

Existuje velká �ada tlakov� sensitivních nát�r�. Hlavní t�i skupiny zahrnují PSP 
obsahující porphyrinové slou�eniny s t�žkými kovy (kup�. platina, paladium), 
rutheniové deriváty, pyrenové & perylenové deriváty. Mají r�zné typy luminiscence 
a s tím související �ádov� rozdílné �asy odezvy na excitaci i odlišné excita�ní 
a emisní délky. Výrazn� se liší rovn�ž v tlakové a teplotní citlivosti, cen�, náro�nosti 
p�ípravy, rychlosti degradace. To jsou všechno faktory, na které je pot�eba brát 
ohled p�i výb�ru nát�ru pro daný ú�el. 

Základní vztah 

V tomto koncentrátu se nelze v�novat všem aspekt�m PSP detailn�, takže z celé 
kinetiky procesu luminiscence uve�me pouze nejd�ležit�jší vztah: Stern-Volmerovu 
nep�ímou úm�rou mezi intenzitou luminiscence a tlakem kyslíku na povrch opat�ený 
nát�rem s luminoforem (a �asem zhášení a tlakem) 

0( , )
( ) ( )ref p

ref ref
ref

I T p pA T B T
I p

�
�
�� � � . 

Indexové ozna�ení ref náleží referen�ní intenzit� a referen�nímu tlaku, zpravidla se 
tyto údaje získají p�i atmosférickém tlaku. 

A, B jsou teplotn� závislé materiálové konstanty získávané kalibrací. P�i práci 
metodou intensity se Stern-Volmerova vztahu využívá p�ímo - intenzita emisního 
zá�ení je zachycována CCD kamerou. (Nevýhodou této metody p�i zkoušce v aero-
dynamickém tunelu je, že je pot�eba získat snímek b�hem b�hu tunelu a mimo pro-
voz, p�i�emž intenzita excita�ního zá�ení musí z�stat konstantní). 

U decay metody na intenzit� vyza�ovaného sv�tla nezáleží jako v prvním p�ípad� 
(pouze musíme disponovat vhodným detek�ním za�ízením). 
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Hodnoty kup�. z fotonásobi�e jsou jednoduše po�ty foton� (výstupem z fotonáso-
bi�e jsou pulsy) b�hem �asového úseku. �as decay, stmívání, se získává prom��e-
ním jistých dvou až �ty� �ástí k�ivky. Používanému principu se �íká �asov� synchro-
nizovaná detekce. (Lifetime metoda je instrumentáln� jednodušší, její velkou nevý-
hodou na druhou stranu je, že se musí model v aerodynamickém tunelu skenovat 
bod po bodu, což trvá nepom�rn� déle než u metody intensity, kdy nám pro vyhod-
nocení v ideálním p�ípad� sta�í jeden snímek z m��ení.) 

Nát�r 

V p�ípad� za�ízení importovaného na Palmovku se p�vodn� pracovalo s nát�rem 
obsahujícím ruthenium. Vzhledem ke snadn�jší dostupnosti komponent� pro vlastní 
výrobu nát�ru s platinovým porphyrinem jsme prozatím ustoupili od experiment� 
s rutheniovým nát�rem a po uzp�sobení optiky – došlo k vým�n� LED a optického 
filtru – jsme za�ali používat platinový porphyrin. Jeho excita�ní vlnová délka je 390 
nm (fialové zá�ení) a 510 a 540 nm (zelené zá�ení); molekuly nát�ru excitované 
fialovým nebo zeleným sv�tlem vyzá�í fotony v �erveném spektru. 

Pro prvotní experimenty jsme také získali vzorky s nát�rem z n�meckého DLR, 
rovn�ž obsahující platinový porphyrin. 

M��icí �et�zec 

M��icí �et�zec pro kalibraci nát�ru obsahuje následující sou�ásti: 

1) duralový vzorek s podkladovou barvou a nát�rem citlivým na tlak; 

2) tlaková komora vyrobená na Palmovce s optickým sklem BK7 opat�ená teplot-
ními sníma�i Pt100, �ern� nat�ená; napojená na výv�vu od�erpávající do hod-
noty 85kPa podtlaku; pro ú�ely teplotní kalibrace vybavená Peltierovým 
�lánkem a ventilátorem; 

3) zelená LED s optickým vláknem zakon�eným kolimátorem paprsk�; 

4) fotonásobi� zn. Hamamatsu H7360-03, schopný zaznamenávat jednotlivé 
fotony a výraznou citlivostí na sv�tlo o vlnové délce okolo 650nm, s p�ed-
�azeným pásmovým filtrem, jenž na fotokatodu fotonásobi�e propustí sv�tlo 
o vlnové délce pouze (650±10)nm; fotonásobi� je umíst�n v tlakové komo�e 
s ventilem pro m��ení v tunelu; 

5) OptoDriver vlastní výroby obsahující veškeré zdroje, za�ízení pro spoušt�ní 
m��ení, obvody pro termoregulaci atd.; 

6) PC s m��icí kartou MSA300; 

7) Software dvojího druhu: p�vodní software DNW vytvo�ený v LabView upravený 
pro pot�eby našeho m��ení a originální software doporu�ený výrobcem karty. 
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Obr. 1, 2 – zleva: tlaková komora a fotonásobi� 

 

 

Obr. 3 – OptoDriver obsahující veškeré zdroje, obvody pro trigger, termoregulaci 

Sb�r dat, spoušt�cí puls 

Sb�r dat je proveden, jak již bylo uvedeno, kartou MSA300 schopnou zaznamenávat 
nap�
ové pulsy o velmi vysokých frekvencích. Obvykle p�i m��ení nastavujeme 
�asové rozlišení 5 nanosekund a sbíráme data pro úsek zhasínání luminiscence 
okolo 15 mikrosekund. Konkrétn� zaznamenáváme proces tzv. zpožd�né fluorescen-
ce, jež m�že trvat i n�kolikrát déle, nicmén� pokusy ukázaly, že další úseky k�ivky 
už vykazují malý odstup signálu od šumu a jejich záznam je proto nevýhodný. 
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Obr. 4 – �asový pr�b�h decay k�ivky od okamžiku sb�ru dat 

Spoušt�cí impuls sb�ru je odvozen od zdroje napájení LED: ta svítí na nát�r ur�itý 
�asový okamžik (zpravidla 2 mikrosekundy) a p�i zhasínání a dosažení jistého 
triggrovacího prahu (obvykle okolo 0,3 voltu) se spouští záznam kartou. Frekvenci 
spínání LED nastavujeme podle pot�eby na 50-80kHz. Triggrovací puls vypadá ná-
sledovn�: 

 

Obr. 5 – �asový pr�b�h triggrovacího pulsu  
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Tlaková kalibrace 
V první fázi experiment� jsme hledali nejvhodn�jší triggrovací puls; obvyklý �as pro 
námi používané nát�ry se pohybuje okolo 2 mikrosekund, takže jsme se pohybovali 
�ádov� kolem této hodnoty. Testovali jsme nát�r DLR p�i atmosférickém tlaku pro 
r�zné délky svitu LED v �asech 0,5÷6 mikrosekund. Na obr. 6 je z�ejmé, že 2 mikro-
sekundy m�žeme používat i v tomto p�ípad� (nát�r VZL� posléze dopadl stejn�). 

Dále jsme si pot�ebovali ov��it, jaký vliv má používaná optika na výsledek; v p�í-
pad� metody decay by nem�la mít vliv na kalibra�ní k�ivky. Vyhodnocovali jsme 
proto citlivost obou nát�r� na intenzitu excita�ního zá�ení, a to jak pro r�zné hod-
noty proudu napájecího LED, tak pro ostrost zacíleného paprsku (obr. 7). 

Také jsme porovnávali oba nát�ry mezi sebou (citlivost) a pr�b�žn� sledujeme vliv 
degradace jednotlivých vzork� na výsledky (výsledky v dob� psaní p�ísp�vku ješt� 
nebyly kompletní). 
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Obr. 6 – Pr�b�h decay k�ivky pro r�zné doby osvitu p�i atmosférickém tlaku (�asy 
v mikrosekundách) 
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Obr. 7 – Pr�b�hy decay k�ivek pro r�zné intenzity LED a tlaky 
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Obr. 8 – Nát�r DLR – integrál po�tu foton� v závislosti na tlaku (kPa) 
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Obr. 9 – Porovnání obou nát�r� 

Záv�r 
Kalibrace tlaku v tuto chvíli již má zab�hnutý postup. V sou�asné dob� pot�ebujeme 
nát�ry testovat p�i r�zných teplotách, kde se jako nejv�tším problémem ukazuje 
stálost teplotního pole po celou dobu trvání tlakové kalibrace (min. 5 minut). Tlako-
vá komora prošla konstruk�ními úpravami, aby bylo možno kalibrovat na teplotu 
s hodnov�rnými výsledky. 

Nadále hledáme i nejvhodn�jší podmínky pro experiment v aerodynamickém 
tunelu; problémem nap�íklad je dokonalé odstín�ní vstupu od slune�ního zá�ení �i 
vibrace tunelu v chodu. Zkoušky, které se dosud na modelu v tunelu uskute�nily, 
zatím nejsou ve shod� s m��ením pomocí odb�r� hadi�kami. 

Použité zkratky 
p (Pa) tlak (absolutní) 

p0 (Pa) tlak (atmosférický) 

pref (Pa) tlak referen�ní 

tau (s) decay �as 

tau0 (s) decay �as pro atmosf. Tlak 

I (cd) intenzita zá�ení 

Iref (cd) intenzita zá�ení referen�ní 

counts(tau0) (-) � po�et foton� pro p0  

counts(tau) (-) � po�et foton� pro p 
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Výpo�ty dopad� kapek na povrch letounu  
p�i letu v námrazových podmínkách 

Ing. Martin Komárek Ph.D., L. K. Engineering s.r.o, Brno 
Ing. Zbyn�k Hrn�í� Ph.D., Airbus-Military, Madrid 

Výpo�etní CFD program ANSYS CFX  je využit pro 3D simulace dopad� vodních 
kapek na povrch letounu �i jeho �ástí. Je aplikován vícefázový koncept založený 
na eulerovském p�ístupu ozna�ovaný jako Euler-Euler jako alternativa k tradi�ní 
lagrangeovské metod� ozna�ované jako Euler-Lagrange. Použitím tohoto 
konceptu je možné dosáhnout rychle p�esných výsledk� i v p�ípad� 
komplikovaného 3D proud�ní na velmi složitých geometriích. Tato metoda 
umož�uje ur�it b�hem jediného výpo�tu nejen množství vody dopadající 
v každém míst� povrchu letounu, ale taktéž množství vodních kapek kdekoli ve 
výpo�etním prostoru. Uvedená metoda byla úsp�šn� aplikována p�i identifikaci 
námrazou ohrožených míst a p�i dimenzování proti-námrazového systému 
nového transportního letounu. Použitá metoda byla ov��ena porovnáním 
vypo�tených výsledk� s publikovanými experimentálními výsledky z NASA. 
Výsledky výpo�t� vykazují velmi dobrou shodu s experimentem.  

Úvod 

Problematika letecké námrazy  

Námraza vznikající za letu je závažným problémem ohrožujícím bezpe�nost letecké 
dopravy. Vysoké požadavky na bezpe�nost leteckého provozu �iní z námrazové 
cerifikace nového letounu velmi nákladný a technicky náro�ný úkol. Obecn� platná 
snaha leteckých výrobc� snižovat po�et zkušebních a certika�ních let� je ješt� více 
z�ejmá v oblasti námraz. Tento fakt je p�edevším dán nevyhnutelnou závislosti na 
výskytu vhodných meteorologických podmínek. Pravd�podobnost jejich výskytu 
souvisí se zem�pisnou polohou a ro�ním období. Výrobci jsou proto �asto nuceni 
dlouhodob� dislokovat testovaný letoun spolu s celým zkušebním týmem mimo 
domovskou základnu. To samoz�ejm� zvyšuje finan�ní a �asovou náro�nost celého 
procesu vývoje a certifikace nového letounu. Vždy p�ítomné zvýšené riziko pro 
posádku p�i letech v námrazových podmínkách je dalším nep�íjemným faktem 
podporujícím snahy o minimalizace letových test�. 

Standardní alternativou k letovým test�m jsou experimenty v tzv. námrazových  
aerodynamických tunelech nap�. NASA IRT (Icing Research Tunnel) �i IWT (Icing 
Wind Tunnel) v italské CIRA. A�koli tato za�ízení umož�ují simulovat podmínky 
panující v námrazovém mraku, jejich praktické použití pro modelování vzniku 
námrazy na celém letounu je stalé provázeno t�žko �ešitelnými komplikacemi. Jedná 
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se nap�íklad o problém zachování Reynoldsova �ísla (Re) �i problém rozpadu velkých 
kapek p�i vyšších rychlostech.  Experimenty v klasických "suchých" aerodyna-
mických tunelech je možné využít pro zjišt�ní aerodynamických charakteristik 
letounu se simulovanou námrazou. Tento p�ístup ovšem neumož�uje zjistit, která 
místa jsou skute�n� ohrožená a jaký tvar námrazy skute�n� vznikne navíc i v tomto 
p�ípad� p�etrvává problém zachování Re �ísla. 

Perspektivním prost�edkem pro simulace chování letadla v námrazových pod-
mínkách jsou moderní výpo�etní metody. Výpo�etní modelování tohoto jevu je 
postaveno na tzv. CFD (Computational Fluid Dynamics) metodách. CFD je odv�tví 
technických numerických výpo�t� zabývající se �ešením problém� mechaniky 
tekutin.  

Fyzikální podstata vzniku námrazy 

Námraza za letu (in-flight icing) vzniká na povrchu letounu p�i pr�letu námrazovou 
obla�ností. Nutnými podmínkami pro vznik tohoto jevu jsou p�ítomnost tzv. pod-
chlazených kapek (super-cooled droplet) v mraku a teplota povrchu letounu pod 
bodem mrazu. Podchlazenou kapkou rozumíme vodní kapku, která p�etrvává v ka-
palném stavu a�koli je její teplota pod bodem mrazu. V okamžiku dopadu podchla-
zené kapky na povrch letounu zapo�ne proces vzniku námrazy. V závislosti na 
mnoha parametrech (teplota, rychlost, velikost kapky atd.) kapka zmrzne p�i 
dopadu (nízká teplota, malé kapky, nízké rychlosti - námraza typu rime) �i zmrzne 
jen �ást (teploty blízké 0º, vyšší rychlosti, v�tší kapky - námraza typu glaze) 
a zbytek te�e po povrchu ve form� vodního filmu a postupn� mrzne. V p�ípad� tzv. 
SLD (Super-cooled Large Droplet) je významný také proces rozst�iku, kdy se �ást 
kapky dostane po dopadu op�t do vzduchu. Námraza typu rime má v�tšinou mlé�né 
zbarvení a hrubý povrch zatímco námraza typu glaze bývá hladká a tvo�ena 
pr�zra�ným ledem. 

Následky námrazy 

Vznikne-li na povrchu letadla námraza zákonit� dojde k degradaci jeho letových 
vlastností. Nej�ast�jšími projevy námrazy jsou: 

� snížení ú�innosti �i reverze kormidel 

� degradace aerodynamických charakteristik (ztráta vztlaku, nár�st odporu)  

� vibrace 

� zm�na t�žišt� 

� ovlivn�ní funkce �i úplné vy�azení instrumentace 
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Ochrana proti námraze 

Nebezpe�í pramenící z námrazy je možné eliminovat proti-námrazovými systémy. 
A�koli dnes již existují velmi sofistikované a technicky vyzrálé proti-námrazové 
systémy, jejich požití je vždy spojeno s energetickou ztrátou, p�ír�stkem hmoty 
a komplikací s bezvadnou funkcí senzor� upozor�ujících na námrazové podmínky. 
Zdá se, že tuto da� za provoz v nep�íznivých pov�trnostních podmínkách bude 
nutné platit i nadále. Cestou, která m�že alespo� �áste�n� eliminovat tyto ztráty, je 
d�kladná analýza pohybu letadla v námrazových podmínkách, p�esná specifikace 
námrazou ohrožených ploch, které je nutné chránit a optimální dimenzování proti-
námrazového systému. Tendence letadla, nebo obecn� jakéhokoli t�lesa, strhávat 
na sebe kapky vody je popsána tzv. sb�rnou ú�inností. Rozložení sb�rné ú�innosti 
po povrchu t�lesa je p�evážn� závislé na jeho tvaru, rychlosti a velikosti kapek. 
Známe-li rozložení sb�rné ú�innosti lze p�esn� ur�it kam a s jakou intenzitou kapky 
dopadají. Sb�rnou ú�innost je možno zjistit složitými a nákladnými experimenty �i 
relativn� dostupnými a p�ekvapiv� p�esnými numerickými výpo�ty. 

 

Obr. 1. �ásti letadla nejvíce ohrožené námrazou 

Výpo�etní simulace námraz 

Výpo�etní simulace námraz p�edstavuje v praxi uzav�enou sekvenci t�í krok�  

1) výpo�et proudového pole pro �istý vzduch 

2) výpo�et dopad� vodních kapek 

3) výpo�et r�stu námrazy 

V dalším textu se zam��íme na výpo�ty dopad� vodních kapek, nicmén� se stru�n� 
zmíníme také o metod� použité pro výpo�et proud�ní �istého vzduchu.  
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Výpo�et proudového pole pro �istý vzduch 

Standardním nástrojem pro výpo�ty proud�ní v leteckých aplikací jsou v dnešní 
dob� metody založené na numerickém �ešení RANS (Reynolds Avaraged Navier-
Stokes) rovnic dopln�ných o nej�ast�jší dvou-rovnicový model turbulence. Jedno-
dušší metody jako nap�. panelové metody, IBL (Interactive Boundary Layer) �i 
metody založené na �ešení neviskózních Eulerových rovnic nachází uplatn�ní už jen 
ve speciálních aplikacích nap�. díky své rychlosti, v rozsáhlých optimaliza�ních 
úlohách. 

V našem p�ípad� byl pro tento úkol použit CFD program ANSYS CFX ve verzi 11. 
Jedná se o implicitní nestrukturovaný kone�n� objemový �eši� používající techniku 
duální sít� která tvo�í sí
 kontrolních objemu kolem uzl� vstupní sít�. Diskretizace 
advektivních �len� je provedena schématem druhého �ádu p�esnosti ozna�ovaným 
jako High-resolution schema. ANSYS CFX nabízí velký výb�r turbulen�ních model�, 
pro uvád�né úlohy byl vybrán jako nejvhodn�jší model SST k-� s automatickým 
p�epínáním mezi LowRe specifikací v p�ípad� jemné sít� u povrchu (y+ v �ádu 
jednotek �i menší) a st�novou funkcí v p�ípad� hrubší sít�. Konvergence výpo�tu je 
urychlována pomocí techniky zvané Coupled Algebraic Multigrid. 

Výpo�etní sít� použité v této studii byly vytvo�eny programem ANSYS ICEM CFD 
11 HEXA. Jená se o hexahedrální sít� (1 vrstva ve 2D) vytvo�ené technikou multi-
blokingu a posléze byly zkvalitn�ny pomocí eliptického vyhlazování. 

Modelování dopad� kapek 

Lagrangeovský p�ístup 

Tato metoda je založena na Lagrangeovském popisu pohybu tekutin. Proudové pole 
vzduchu je uvažováno jako statické a jednotlivé vodní kapky jsou unášeny pro-
storem. Motorem tohoto pohybu je odporová síla p�sobící na kapku a setrva�ná síla 
kapky. Rovnováha vn�jších sil p�sobících na kapku vede k PDR jejímž �ešením 
získáme trajektorii kapky. Nutnou po�áte�ní podmínkou je, aby rychlost kapky na 
po�átku trajektoriebyla shodná s rychlostí vzduchu v daném míst�. Množství vody 
dopadající na povrch je pak nutné vypo�ítat z pom�ru vzdáleností mezi sousedními 
trajektoriemi v míst� jejich dopadu na povrch a jejich vzdálenosti na jejich po�átku. 
Tento pom�r se ozna�uje jako lokální sb�rná ú�innost (Local Collection Efficiency) 
ozna�ovaná �. Specifický hmotnostní tok vody (vztažený na jednotku plochy) 
dopadající na povrch je pak vypo�ten 

    '� VLWCM water ..
.

�

kde LWC (Liquid Water Content) je hmotnost vody obsažené v krychlovém metru 
vzduchu daleko od t�lesa v nerozrušeném proudu a V� je rychlost nerozrušeného 
proudu. 
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Obr. 2. Trajektorie kapek 10�m (vlevo) a 40�m (vpravo). Typický výsledek 
lagrangeovské metody. Vypo�teno programem PATRICE2D [2] 

   

Obr.3. Definice lokální sb�rné ú�innosti 	 a zp�sob jejího výpo�tu u lagrangeovské 
metody 

Lagrangeovská metoda výpo�t� trajektorií kapek (Lagrangian Particle Tracking) je 
p�vodní metodou, použitou pro ú�ely simulací námrazy poprvé v šedesátých letech 
v NASA. Její vznik a hlavn� její široké rozší�ení v námrazových výpo�tech vyplývá 
z výpo�etních metod a výpo�etních kapacit dostupných v té dob�. Tato metoda je 
p�esná a rychlá v p�ípad� 2D simulací. P�i 3D výpo�tech se stává velmi neefektivní. 
S ohledem na dnešní výpo�etní možnosti je nutno konstatovat, že Lagranžovský 
p�ístup k výpo�t�m trajektorií kapek je pro ú�ely simulací leteckých námraz na 3D 
konfiguracích zastaralý. 

Eulerovský p�ístup 

Eulerovská metoda (Eulerian Multiphase Method) je založena na tzv. eulerovském 
popisu pohybu vícefázové tekutiny, který se narozdíl od p�edchozí metody nesou-
st�edí na jednotlivé �ástice, nýbrž vyšet�uje stav proudového pole v jednom kon-
krétním míst� (kontrolní objem). Sepsáním základních zákon� zachování (hybnost, 
hmota) pro druhou fázi (kapky) v kontrolním objemu obdržíme soustavu p�ídavných 
PDR rovnic v konzervativní form�. Tedy principiáln� stejná forma jakou b�žn� po-
užívají všechny CFD kódy. Nové rovnice je tedy možné �ešit spole�n� s RANS systé-
mem sepsaným pro vzduch. Výsledná soustava je tedy rozší�ena o další �ty�i rov-
nice ve 3D (3 x rychlost kapek + 1 x koncentrace kapek). Rovnice pro rychlost 
kapek (zachování hybnosti) mají stejnou formu jako hybnostní rovnice z RANS, 
rovnice pro koncentraci kapek má stejnou formu jak rovnice kontinuity. A�koli se 
z matematického hlediska zachází s ob�ma fázemi jako s kontinuem, diskrétní 
podstata kapek rozptýlených v kontinuu vzduchu je zachována v jejich rovnicích pro 
zachování hybnosti. Jedinou externí silou p�sobící na �ástici druhé fáze (kapky) je 
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odporová síla vypo�tena z rozdílu vektor� rychlosti obou fází v daném míst�. Vý-
sledkem je tedy nejen koncentrace kapek na povrchu letounu, ale také rychlostní 
pole kapek a koncentrace kapek v celé výpo�etní domén�. Tato informace je 
extrémn� d�ležitá pro vhodné umíst�ní nejr�zn�jších za�ízení vn� letounu. 
Eulerovská metoda je považována za moderní a perspektivní p�ístup k výpo�t�m 
dopad� kapek a je také p�edm�tem p�edkládané studie. 

  

Obr. 4. Koncentrace vodních kapek o velikosti 30�m p�i rychlosti 78.6 m/s. Typický 
výsledek eulerovské metody. Vypo�teno programem ANSYS CFX 11 

Rozložení velikosti vodních kapek v mraku 

V mracích se vyskytuje celé spektrum velikostí kapek. Toto spektrum se v�tšinou 
vyjad�uje pomocí hodnoty MVD (Median Volume Droplet). MVD je definován jako 
pr�m�r kapky, pro který platí, že polovina celkového objemu vody je obsažena 
v kapkách s menším pr�m�rem a druhá polovina se nachází v kapkách s v�tším 
pr�m�rem. Nej�ast�ji je toto spektrum popsáno tzv. rozložením Langmuir “D". 
Stejné rozložení velikosti kapek se p�edpokládá v i námrazovém tunelu IRT, který 
byl použit pro experimenty uvád�né v této práci. Pro pot�eby výpo�etních simulací 
se toto spojité rozložení nahrazuje diskrétním rozložením o sedmi velikostech kapek 
s odpovídajícím podílem na celkovém objemu vody. Velikosti kapek vztažené k hod-
not� MVD mraku a podíly vody, které odpovídají jednotlivým velikostem, jsou uve-
deny v p�iložené tabulce na obrázku 4. V praxi je tedy pro jednu velikost MVD 
provedeno sedm výpo�t� s r�zn� velkými kapkami a výsledná lokální sb�rná ú�in-
nost je vypo�tena v každém míst� váženým pr�m�rem z t�chto sedmi výpo�t�.  

 

Obr.4. Langmuir "D" rozložení velikosti kapek v mraku 
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Validace výpo�etní metody 

P�esnost výpo�tu sb�rné ú�innosti pomocí eulerovské metody implementované 
v programu ANSYS CFX 11 byla testována porovnáním vypo�tených výsledk� s ex-
perimentáln� nam��enými daty. Zdrojem experimentálních dat bylo m��ení prove-
dené v NASA v roce 2002 publikované ve zpráv� TM-2002-211700 [3]. Cílem t�chto 
experiment�, provedených v Glenn Icing Research Tunnel, bylo vytvo�it databázi 
použitelnou pro vývoj a validaci program� na výpo�et trajektorii kapek ur�ených pro 
námrazové simulace. Hlavním iniciátorem t�chto m��ení byly spole�nosti Boeing 
a Cessna. Jako p�íklad 2D valida�ní úlohy p�edkládáme výpo�et na profilu MS(1)-
0317. Pro ov��ení metody na 3D úloze posloužila VOP letadla kategorie business jet. 

2D úloha 

Profil MS(1)-0317 p�edstavuje moderní letecký profil kategorie GA  pro st�ední 
rychlosti, který vyvinul R. Whitcomb v NASA. Maximální tlouš
ka tohoto profilu je 
17% hloubky. Metoda byla testována pro jednu velikost kapek MVD=21 �m a dva 
úhly náb�hu �=0º a �=6º. 

 

Obr. 5. Výpo�etní sí
 a rozložení sb�rné ú�innosti. Profil MS(1)-0317 

  

Obr. 6. Porovnání vypo�teného rozložení sb�rné ú�innosti s výsledky experimentu 
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3D úloha 

Jako testovací p�íklad ve 3D byla zvolena VOP letadla kategorie bussines jet v m��ít-
ku 1:1. VOP je tvo�ena konstantním profilem po celém rozp�tí. Jedná se o profil 
NACA 64A008. Výpo�et byl proveden na jediném úhlu náb�hu �=0º pro dv� veli-
kosti kapek MVD=21�m a MVD=92 �m. 

 

Obr. 7. VOP umíst�na v IRT tunelu (vlevo) a výpo�etní model (vpravo) 

  

Obr. 8. Porovnání vypo�teného rozložení sb�rné ú�innosti s výsledky experimentu 
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Záv�r 

� Eulerovská metoda pro výpo�ty vícefázového proud�ní implementovaná 
v programu ANSYS CFX 11 byla použita k simulacím vodních kapek v okolí 
letounu pohybujícího se námrazovým mrakem. 

� Pro 2D p�ípady leteckých profil� uvedená metoda nevykazuje významné 
zlepšení jak v p�esnosti tak ve výpo�etním �ase v porovnání s metodou 
založenou na lagrangeovském principu. Ob� metody po�ítají rozložení 
parametru � (lokální sb�rné ú�innosti) s vynikající p�esností. 

� Pro 3D p�ípady je eulerovská metoda ve všech ohledech lepší volbou. P�esnost 
eulerovské metody je závislá na jemnosti výpo�etní sít�, která je už kv�li RANS 
výpo�tu vzduchu dostate�n� jemná. Naproti tomu p�esnost lagrangeovské 
metody závisí na po�tu sledovaných trajektorii. Dosažení p�esnosti odpovídající 
eulerovské metod� p�edstavuje neúm�rný nár�st výpo�etního �asu.  

� Jelikož objemový pom�r vody obsažené v jednotce vzduchu je u t�chto aplikací 
malý, ovlivn�ní proudového pole �istého vzduchu vodními kapkami je zanedba-
telné. Tento fakt se p�ízniv� projeví je-li dvou-fázový výpo�et odstartován z už 
p�edpo�ítaného jednofázového proudového pole �istého vzduchu. Konvergence 
rovnic první fáze (vzduchu) není tém�� v�bec rozrušena p�idáním druhé fáze 
(vody) a rovnice druhé fáze konvergují velmi rychle. 

� P�i výpo�tech se specifikovanou hodnotou MVD kapek není možné provést jen 
jeden výpo�et s uniformní velikostí kapek odpovídající této hodnot�. MVD je 
hodnota, která specifikuje rozložení velikostí kapek v mraku. Toto rozložení není 
možné nahradit jednou konstantní velikostí. Korektní postup je nahrazení 
tohoto spojitého rozd�lení kone�ným po�tem velikostí kapek (nap�. 7) a výpo-
�et sb�rné ú�innosti pro všechny tyto velikosti kapek. Výsledné rozložení sb�r-
né ú�innosti � je pak vypo�teno váženým pr�m�rem s ohledem na množství 
vody, které je obsaženo v kapkách o jednotlivých velikostech. 

� Zm�na velikosti kapek p�edstavuje v p�ípad� lagrangeovské metody zcela nový 
výpo�et všech trajektorií. U eulerovské metody je možné za�ít nový výpo�et 
z výsledk� p�edchozího. Výpo�et pro novou velikost kapek pak jen p�edstavuje 
doslova n�kolik málo iterací. 
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